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Movimiento intrinseco

Hay particulas subatémicas que tienen un momento angular intrinseco llamado
spin, cuyo operador S debe tener el mismo comportamiento que el operador
momento angular L sobre la parte angular de la funcién de onda:

S, S;] =i h e S (1)

Sy =S, +i8, (2)

[$%,5.] = [5%,5+] =0 (3)

[S:,S1] = hSy (4)

S%Psm, = s(s 4+ 1)h*Psm, (5)

Sesm, = Mshihsm, , (Mms = —8,—s+1,...,8) (6)
Sitham, = V/s(s + 1) —m(m £ 1) Mpgm 1 (7)

Los fermiones tienen un spin semientero mientras que los bosones entero. Para
un electrén de espin s = 14 sélo tiene dos posibles autovalores medidos sobre

1

ele eje 2z que son m; = +5h correspondientes a las autofunciones w%+% =

y Y 1= ¥_. Los autovalores de los operadores S? y S, asi como los cambios
de funcién de Sy y S_ sobre ambas autofunciones comunes son:

s = Wy (8)
S:4 = i%ﬁi 9)
Sy =hp_ (10)
Spv = hpy (1)

Si los dos estados del electron se representan mediante vectores de dos dimen-
siones, los operadores serdan matrices 2x2. Los dos estados puros sobre el eje z
vienen representados por las autofunciones 13 :

wio= (1) o= () (12)

que al ser ortonormales

< |p* >=( 0 1)(?):1 (13)
<vtlui>= (1 0) () =1 (14
<y li >=(0 1)(3):0 (15)

dan lugar a una base del espacio vectorial {1,197} que permite expresar
cualquier otro estado del electréon como una combinacién lineal de los vectores
de la base:

W >=alp® > 4ol > (16)
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Sabemos que el operador S, es una matriz 2x2 y a continuacién obtendremos

sus elementos:
(e a)(o)=3(0) am
DRI

de la primera ecuacién deducimos que a = i/2 y ¢ = 0, mientras que de la
segunda b =0y d = —h/2 y la forma del operador es:

s=5(0 ) (19)

Los operadores S+ conmutan con S? pero no con S, por lo que cambian las
autofunciones sobre las que actian, la forma matricial de estos operadores se
deducen de sus propiedades:

Sp_ =hpy
a b 0 1
(ea)(1)=(s)
b=h,d=0
Sty =0
a b 1
(ea)(s)
a=0,c=0
S+h<8 é)

y siguiendo el mismo procedimiento llegamos a:

so=n( ] o) (20)

De la relaciéon que existe entre los operadores Sy, S, y S, se deducen la
forma de estos dos tltimos:

S.4+S5. hfo0 1
%= 2(1 0> (21)
Sy +S. R0 —i

Autofunciones de los operadores S, y S,

Ya conocemos las autofunciones del operador S, que forman una base de este
espacio vectorial, buscaremos las autofunciones de los otros dos operadores que
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deberan ser una combinacién lineal de los vectores de la base. Aplicamos el
operador S, a una autofuncién con valor propio a:

hiio 1 1 (01
b = 23
(7o) ()= ®
llamamos b a 2a/h y la solucién viene dada por:

0-0 1

( ) O_b)o (24)
9 h
b—le,b:j:17a::|:§ (25)

que nos dice cuales son los autovalores del spin medidos en el eje x que no podian
ser otros que +h/2. Con este resultados podemos obtener la autofuncién con

autovalor +h/2:
h(fo0o 1 v\ _ b
2(1 0)(%)‘2(%) (26)

(5)=(0)=w=w @)

denominamos a esta autofuncién con 9% que a falta de conocer una constante
es:

wo=c( }) (29)

la constante se conoce por el requisito de normalizacion:

<Yt >=1 (29)
(1 1)c<1>: (30)
c= RS (31)

V2

y finalmente la autofuncién con autovalor +#/2 es:

o= (1) (32

siguiendo el mismo procedimiento la autofuncién del autovalor —#/2 es:

o= (1) (33)

que son una combinacion lineal de la base vectorial del espacio:

T 1 z 1 z

W}Jr >= \/§|¢+ > +\/§|¢7 > (34)
T 1 z _ 1 z

WL >= \/§|¢+ > \/§|¢7 > (35)
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Repetimos todo lo anterior al aplicar el operador S, a una autofuncién con

valor propio a:
ho(0 =i\ (1) _ (i
2 (’ O> (¢2> B a(%) (36)

llamamos b a 2a/h y la solucién viene dada por:

0—b —i

( i O—b>0 (37)
) h
P-1=0, b=+l a==%g (38)

los autovalores siguen siendo los mismos +#/2, y la autofuncién con autovalor

+h/2 es:
(7 9)(8)-(0) °
()= () ,

denominamos a esta autofuncién con 3% que a falta de conocer una constante

wo=c( ) ()

la constante se conoce por el requisito de normalizacion:

<YPipT >=1 (42)
(1 —z‘)c(1>=1 (43)
c= 1 (44)

V2

o= () (45)

siguiendo el mismo procedimiento la autofuncién del autovalor —7i/2 es:

Y >= % (_12> (46)

que son una combinacién lineal de la base vectorial del espacio:

! .

Wi >= hi > +£|¢i > (47)
| .

92 >= 5l > —%wa > (48)
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Ejercicio

1

An angular momentum 1 system is in the state y = 5% . What is the

ISV

probability that a measurement of L, yields a value of 07

Este sistema tiene momento angular [ = 1 y por lo tanto podemos medir
+1, 0 y -1, que se corresponden a los autoestados:

1 1 1

x ? T V2 T —15
Yin = ? Yon = _01 Vi, = 7? (49)

2 V2 2

Son ortonormales y forman una base en el espacio vectorial de momentos
angulares, por lo que el estado dado en el que se encuentra el sistema es una
combinacién lineal de ellos:

1

1
aplp + YLy + ey = 26 i (50)
X = 0.9%%, — 0.4, — 0.192, (51)

la probabilidad de medir cualquiera de los tres valores del momento angular
coincide con el cuadrado de los coeficientes de cada uno de los vectores base
correspondientes:

P~ 0.9% =0.81 (52)
Pg, ~0.4% =0.16 (53)
P?, =~ 0.09% = 0.081 (54)

tras la medida del momento angular cualquiera de los tres resultados es posible
siendo la suma de probabilidades es la unidad.

También podemos aplicar la probabilidad de obtener el valor 0 del momento
angular mediante la expresién:

P, = (W) = b? (55)
1 2
1
1 =1 ~
P = (ﬂ 0 ﬁ) T Z ~0.17 (56)



